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УДК 539.3

Алексей ГОЛЬДЕНВЕЙЗЕР *

О КРАЕВОМ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ

ТОНКИХ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК =

(Представил Ю. Энгельбрехт)

Выполнен асимптотический анализ краевого напряженно-деформированного состоя-

ния тонкой упругой оболочки. Исследована асимптотика вклада погранслоев в форми-
рование краевых упругих явлений в тонкой упругой оболочке в зависимости от харак-
тера краевого закрепления. Обсуждена правомерность использования сдвиговых тео-

рий для уточнения расчета краевых напряженно-деформированных состояний B TOHKHX

оболочках и пластинках. 2 -

1. Точки P упругого изотропного тела, образующего оболочку,
будем задавать традиционными координатами

P(ai, ag, as) =M (a,, ag)+asn, (1.1)

где М — радиус-вектор срединной поверхности, отнесенной к линиям

кривизны, л — единичный вектор нормали, а, 2, O3 — параметры коор-
динатной системы. Должны выполняться неравенства —Й<<03<<Й, в

которых й — полутолщина оболочки, а величина h/K (R — характер-
ный размер срединной поверхности) много меньше единицы и является

основным малым параметром в предстоящих асимптотических рассуж-
дениях. Трехмерное напряженно-деформированное состояние (НДС)
оболочки определяется напряжениями с;; и перемещеннями 0;, которые
должны удовлетворять дифференциальным уравнениям теории упру-
гости (они в координатной системе (1.1) выписаны, например, в [!]) и

лицевым условиям

'О’і3`=2Ё при аз== Й (і=l,2, 3)‚

задающим силы 5;, приложенные к лицевым поверхностям оболочки.

Считается также, что оболочка имеет торцы (поверхности М==
== sт-+-азл, где т — радиус-вектор некоторой кривой, лежащей на сре-
динной поверхности). На них ставятся (в терминах трехмерной теории
упругости) торцевые условия, выражающие характер их закрепления.

Используется
7

.
основная концепция: в статическом случае общее НДС тонкого трех-

мерного упругого тела, образующего оболочку, состоит из внутреннего
НДС, охватывающего всю оболочку, и погранслоев, локализующихся

вблизи торцов или других концентраторов напряжений.
-

2. Внутреннее НДС оболочки можно построить так: зададим напря-
жения и перемещения упругой среды, отнесенной к координатам (1.1),
следующим образом:
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= ( I.—|—§7l—-) ои= М (179 fh"+2p—c+b§ri ),

j h
'[ü: ( I:+;—Ё—) О'іl=^l (Т(Ёін___ж—l+2р—с+д;l‚’:і ),

v

h
(2.1

Tia=lT3i= ( ll+§R—]) GiB=v„(f?3."'l'št:-3+
|

: p-A—tt22—e+o242),

h)( . h )= (14+0—)( 14+8—2—) 09T33 (+C
R, ёR, 033

= (19 +õrli- A ekbid fupAkthenictotAgd),

vi=XP+ (vS+xtw-egol), —

vg=A""+ (0% +A"Toy ).

(Здесь и всюду, где не оговорено противоположное, считается, что

i=j=l,2)
В (2.1) приняты R; ¥ { KaK rJaBHBIe радиусы кривизны срединной

поверхности и безразмерная поперечная координата

(2.2)@3

;=Т &

При этом считается, что величины

W= (v, Tyr Tigr Tggr 0р © ) (2.3)

ABJIAIOTCA PYHKUHAMH ABYX HE3ABHCHMbIX NepeMeHHBIX (al, 02), а зависи-

мость внутреннего НДС от поперечной координаты & выражена явно.

Считается также, что № имеют вид 0(22) при одинаковом о для всех

этих величин. Точка в (2.3) и ниже означает, что на соответствующем

месте должен стоять числовой индекс.

Неотрицательные числа [, p, ¢, b B (2.1) можно выбрать произволь-
HO, лишь с условием, чтобы выполнялись требования

p<l, c=o (при р<[/2),
(2.4)

c=2—l (npu p=l/2), b=o, w=lž—.
Это, в частности, значит, что Л — большой параметер, определяемый
формулой (2.4). '

Разобьем величины (2.3) на две группы.

Группу 1 зададим формулами
| 1

=T, 0 =—— 8,= =0
oM

1 —

3
и-до+е-ь( ‚—З д-до+с-ьН,LRS ‚ 4, —р ё

U=ty

1,
Т(Ёз"}'—:;"?\‚ {2р "*‘b‘rfs =-§7é-7»’ PN, (2.5)

о9 = -НВ—9%== — )ОНОа

v! =— Rkp+e-b = (Ti+
; Yi LsAl —v 3 А' b2E (Tl T?)

,
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й к группе П отнесем величины W, koropsie He BoWIH B (2.5). Они
выражаются прямыми действиями через величины группы 1, т.е. фор-
мулами вида `

W(II) =F{W"(I)},
где Е — линейный дифференциальный оператор. _

В развернутом виде эти формулы даны в [']. Здесь они не при-
водятся, так как для дальнейшего важен только факт их существо-
вания.

Ноказано [!], что если в (2.5) величины Т; $;5 Gi, Hij, Ni, w;, w, Vi
имеют тот же смысл, что и в {[!] для итерационной теории оболочек,
T. €. если удовлетворяются соответствующие двумерные дифференциаль-
ные уравнения, то с точностью[0()-?!+?») ==o] будут удовлетворяться и

терхмерные дифференциальные уравнения теории упругости, а также
лицевые условия (1.2).

°

Отметим, что здесь и ниже формулируемый результат считается

полученным с точностью [0( *)==o], если ведущие к нему выкладки
выполняются с отбрасыванием величин вида 0(2-?), по сравнению с ве-

личинами порядка 1.

Формулы настоящего раздела приближенно определяют внутреннееНДС оболочки. Его можно рассматривать как исходное приближение
итерационного процесса, позволяющего формально строить внутреннее
НДС с произвольно высокой точностью.

3. Обратимся к обсуждению погранслоя и будем считать, во-пер-
вых, что это НДС строится вблизи координатной линии ;—0 M, во-

вторых, что направление его наибольшей изменяемости проходит вдоль
а -линиИ.

Замечание. По-прежнему будет использоваться координатная
система (1.1). Это значит, что излагаемые здесь результаты относятся
лишь к случаю, когда погранслой возникает вблизи линии кривизны
срединной поверхности. Переход к более общему случаю связан лишь
с более громоздкими выкладками.

Выполним в уравнениях теории упругости замены искомых вели-
чин по формулам

ESu= ( I+%Ё—) O — ESy= ( I+—Ё_—) Gii
!

A

'

A A
(3.1)

ESi3=ES3= (H——‘R—i‘) oi3, ESs= ( I+_Ёl_)(l+_Ёя_) 033,

Ут — h—lvm,

(i#=j=l,2; m=1,2,3)
и замены независимых переменных по формулам

0 =RA €l, Oa3=RAP&, a3=RAg (3.2)
(KR, A, й, р имеют тот же смысл, что и раньше).

Получившиеся уравнения разобьем на две группы и запишем сле-

дующим образом.

Группа А

1 08,2, OSBy
_ _

—A,Tar HA P) +A9X(O) =0

IWV — 2(l+у)5-Кв(Р)--+e (0) =O, (3.3)А, дs,

'%—2(l+v>s„+x—'e„(P)+x—'+pe„(<2)=o— |
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Группа В

1 OSB, ‚дs D , - ||st| ey@=O,
1 08 д5[—АТ'ТЁ“+`5Ё]+3OX3(P) +X—X3(O) =O,

l oV
———=—— [Sll— v(S22+Ss33) ] +A7e, (P) +A e, (Q) =O,
4, oL,

(3.4)
— [S22 — v (Sill+S33) ] +Xx—'tPe2 (P)+X-'e2 (0) =O,

дд\;З — [sзз — у (51--sээ) ]-К НРез(Р)--)-'ез(О) == 0,

дд\;‘ +—Al—|. ?3:13 —.—2(l+V)3l3+7F’;L”3l3(P) +1""e13(Q) =O.

Здесь А; — коэффициенты первой квадратичной формы срединной
поверхности, а Х.( ), е.( ) — дифференциальные выражения от преобра-
зованных искомых величин $. и /.. В частности,

1 OSie j 5 RP ÖN g (3.5)Xl(P)'z—A_; ОЁ А,4, da

oS 0A 2
Х, (9) =К %—Õäi—i——zä:—ä—š- (sи, — 522) +—l—?l— Sl3,

—

c 0523 ; К) Р дАэ 2R
X2(P)_R R 2 д; |+2

A|A2 Õal
S|2+ R 2 8239 (3'6)

1 OSS ВК\® дА,
$„ — S11),Х2(О)=Гд—ё2_l+‘__дlдя —да2 ( 22

1 OSBy Rx? OA,
S | (3.7)X3(P) =_A—2-_o§_Jl+ AIA2 0(12

23y

R о4А, Su
—

‚ 522
|XAO=7Tоы RR R

Формулы для е.( ) имеют такую же структуру. Они в дальнейшем не

понадобятся **. !
Смысл дополнительных записей (Р) и (@) в обсуждаемых формулах

заключается в следующем. При обсуждении погранслоя вблизи линии

а,== солё! совокупность величин $;; И, удобно разбить на группы Р и ©

P= (83, 523; Va), Q= (Sll, 522, Ss3, Sl3; Vl, V3). (3.8)

Iloaromy u B (3.3), (3.4) Beanmuunnt X.(), е.() также разбиты на две

группы, зависящие соответственно только от Р и только от ©.

4. Уравнения (3.3), (3.4) можно кратко записать следующим oб-

разом:

A(P)4N"Ya(P)+IPZ4(Q) =O,
(4.1)

В(90)--)-РУв (Р) --М-'2в(@) ==o,

В уравнениях (3.4)—(3.7) не делается различия между $;; и $; XOTA Si2 H Sa,
как видно из (3.1), этому правилу подчиняются лишь приближенно. Для дальней-
ших приближенных выкладок это несущественно.
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cuutas, uto A (P), B(Q) — матрицы лёвых частей тех равенётв, которые
получаются из (3.3), (3.4) после отбрасывания слагаемых с множите-

asimu A~ AP a Ya, 7л, Ув, 5в — матрицы тех величин, которые стоят

при этих множителях. При этом легко заметить, что относительно неза-

висимых переменных (Ё”,, &), где &’,== / А,а%,, равенства А (Р) ==o и

B(Q)=0 представляет собой соответственно уравнения антиплоской и

плоской задач теории упругости.
С точностью {[0()-2?Р)==0] для системы (4.1) можно построить

приближенные решения двух типов. Определим их следующими равен-
ствами:

а-решения

P(a)=P%(a) +1""*Pl(a); Q(a)=Ar""**Q!(a); (4.2)

b-pellleHHA .

P(b)=A"H?P'(b), Q(b)=Q°(b)+HA""**Q!(D). (4.3)
Смысл равенств (4.2), (4.3) заключается в том, что, например

Si2(a)=B%,(a)+A~*Sl, (a), Su(a)=2ar"'*"S! (a).

Аналогично определяются и остальные компоненты групповых неизвест-

ных Р, ©.
Потребуем, чтобы выполнялись следующие уравнения

для а-решений

A[P°(a)]=o, A[P'(a)]+Ar"PYa[P(a)]=o, (4.4)

B[Q!'(a)]+Ys[P°(a)]=o; (4.5)

для Б-решений
B[Q°(b)]=o, B[Q'(b)]+A7Zs[Q°(b)]=o, (4.6)

A[P! (b)]l4Z4[Q°(b)]=o. (4.7)

Тогда, подставив (4.2) и (4.3) в равенства (4.1), убедимся, что эта

система тождественно выполняется в силу (4.4)— (4.7), если в выклад-

ках отбрасывать слагаемые вида 0 ()-?!+2),
В а-решении или В-решении асимптотически главные напряжения и

перемещения соответствующих НДС удовлетворяют системам уравне-
ний, выражаемых первыми равенствами (4.4) или (4.6). Учитывая

смысл входящих в них символов A[ ] u B[ ], можно говорить, что 06-

щий погранслой представляет собой сумму антиплоского и плоского

погранслоев, и условимся отмечать компоненты соответствующего НДС
записями (a) u (b).

5. Введем в рассмотрение следующие вспомогательные краевые
задачи теории погранслоев.

В области

—1 <i<l (5.1)ож <4 —l/2<b<ll]/2, —l<l<

трехмерного пространства, отнесенного к декартовым координатам
(€l, &2, 6), построить решение уравнений (3.3), (3.4), удовлетворяющее
следующим требованиям:
(1) на лицевых поверхностях — условиям отсутствия напряжений

513=823=5833=0 при t==+l; (52)

(2) Ha maabnem TOpue (E'i=d) — yCJOBHSIM OTCYTCTBHSI перемещений

Vl= V2= V3==o при š; =d; (53)

(3) на ближнем торце (E'i=o) — неоднородным краевым условиям
трехмерной теории упругости, которые будут выбраны ниже.
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Вспомогательные краевые задачи здесь будут решаться с точностью

[O(3-?+%)==o]. Поэтому можно считать, что система уравнений (4.1)
общего погранслоя распадается на две самостоятельные системы (4.4),
(4.5) и (4.6), (4.7), определяющие антиплоский и плоский погранслои
соответственно. Лицевые и торцевые условия (5.2) и (5.3) можно также

разбить на плоские (первые и третьи из них), относящиеся к плоскому
погранслою, и на антиплоские (вторые), относящиеся к антиплоскому
погранслою. Кроме того, можно считать, что такое разбиение допускает
и несформулированные пока условия на ближнем торце ©’;==o. Это

означает, что в рамках точности [0()-?!+??) ==o] вспомогательная крае-
вая задача общего погранслоя расчленяется на плоскую и антиплоскую
вспомогательные задачи. В обеих соблюдается соответствие числа

краевых условий и порядка дифференциальных уравнений. Считаем,
что обе вспомогательные краевые задачи имеют решение (единствен-
ное) при тех условиях, которые предстоит ставить на ближнем торце

(справедливость всех этих предположений станет очевидной ниже, при

рассмотрении конкретных задач).
°

6. Потребуем дополнительно, чтобы решения вспомогательных за-

дач имели затухающий (от ближнего к дальнему торцу) характер, и

будем искать условия существования таких решений. |
W 3 pasmena 4 crexyer, uto B paMkax TouHocTH [0(A-2420) =o] при

решении антиплоской и плоской вспомогательных задач можно исхо-

дить из системы (3.3), (3.4), отбросив в первой из них члены с Х.(0),
e.(Q), а во второй — члены с Х.(Р), е.(Р). При этом общая система

(3.3), (3.4) распадается на две замкнутые подсистемы относительно

групповых неизвестных Р и @ соответственно. Каждую из них в отдель-
ности можно трактовать как упрощенные некоторым образом уравне-
ния теории упругости: а именно, как неоднородные уравнения плоской

и антиплоской задач. В системе (3.3) содержится только одно уравнение,
выражающее уравновешенность всех сил, действующих на выделенный
элемент. Запишем его так:

ma)E—jl—%sm(a>z+—a‘3§—sza<a)+A—pX2[P<a>]=o. (6.1)
В системе (3.4) будут два таких уравнения

Fi(b) = 011(B 2 S 0 ()IA,[Q(8) ]=O,
A, 0§ | д5 (6.2)

Fa(b) s Sia (D) 5а (0) Н[(9) ] =O.

Из (6.1), (6.2) очевидным образом получаются равенства

JJFl(b)dG= [[ F3(a)dG= [[ Fs(b)dG=

=[ [CFI(b)+AE F3(b)]dG. (6.3)

Они выражают четыре условия уравновешенности в целом рассмат-
риваемого НДС в области С{o<& <4; —l<<o<<--I}, в которой долж-

ны быть построены решения вспомогательных задач.
Равенства (6.3) можно преобразовывать традиционными в теории

упругости методами с помощью интегрирований по частям и замены по-

рядка интегрирования. Будем считать, что эти равенства составлены

для затухающих решений вспомогательных задач раздела 5, причем
длина @а прямоугольника С выбрана настолько большой, чтобы из усло-
вий затухания с достаточной точностью следовали соотношения

l„ g l_z(a)le; d %;Su(b)le:=a $ з(5)|;=а==o| | =a | |=4==o. (6.4)
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Тогда в процессе преобразований равенств (6.3) можно использо-

вать не только лицевые условия (5.2), но и соотношения (6.4). В ре-
зультате (6.3) примут вид

—_fl‘su (6) =0 dt+l£ X11Q(8) [4o=o, s
—?l's„(a)lš;=odc+>„—'£fleP(a)ldG=o, S

—_fllsw(b) imo45£ X5[Q(B) 146=0, (65)

— TSO (8) lsmo dt—[ (A 1 — А н=о)5(0аб
I+—„Ä—'fafixxlmb)]cixa[a(b)lAlgadGšo. ВЕ

Эти равенства представляют собой четыре условия самоуравнове-
шенности в целом НДС, являющегося решением вспомогательной

задачи (раздел 5). В них существенно использованы соотношения (6.4).
Это значит, что (6.5) являются необходимыми условиями затухания

для вспомогательной задачи. Примем, что они являются и достаточ-

ными. Более того, будемсчитать, что обусловленное требованиями (6.4)
затухание является экспоненциальным, и назовем (6.5) условиями
Сен-Венановского затухания для вспомогательных задач теории погран-
слоев.

Остановимся на физическом смысле условий (6.5). С точностью

&О(Ъ‚_‘+7„—2’+2Р)›=o] в (3.3), (3.4) можно отбросить все величины

.(), e.(). Тогда эти равенства превратятся в уравнения теории упру-
гости, записанные в декартовых координатах (Е’,, Е», 6) и описывающие

такие НДС, которые можно назвать квазиплоскими: в них отличны от

нуля все напряжения и перемещения ;; Vi, но эти величины сохра-
няют постоянные значения по координате $5 (в ортогональном к плос-

кости £/, направлении). Таким образом, при указанной выше точности,

когда в левых частях (6.5) можно оставить только первые слагаемые,
эти равенства превращаются в физически очевидные необходимые и

достаточные условия применимости принципа Сен-Венана для прямо-
угольной плитки одиничной толщины, изображенной на рисунке и испы-

тывающей квазиплоское НДС. Они заключаются в требовании обра-
щения в нуль торцевых сил Oj, Oz2, @з и изгибающего момента М (тре-
бование отсутствия торцевого крутящего момента в их число не входит,

так как он может быть уравновешен напряжениями sгз, развивающи-
мися на сечениях ©s== +-1/2).
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В силу постулированного экспоненциального закона затухания с

точностью [0(1-®)==0] при любом положительном о будет справедливо
равенство

Л (А, — Ai|g=o) Sl3dG=o, (6.6)

и в дальнейшем в условиях (6.5) соответствующее слагаемое будет
всегда отбрасываться. Для напоминания об этом Сен-Венановские

условия затухания ниже будут цитироваться как равенства (6.5), (6.6).

7. Будем считать, что полное НДС оболочки \№({) представимо в

виде

У() = МУ (in)+r*W(a)+rPW(b), (7.1)

где W(in) — suytpennee HIC, a W(a), W(b) — затухающие решения
антиплоской и плоской задачи (раздел $), т. е. погранслои. Множитель

A npu W(in) поставлен условно. В конкретных задачах он определяется
асимптотикой внешних воздействий, порождающих рассматриваемое
НДС оболочки. В (7.1) этот множитель выбран так, чтобы в соотноше-

ниях (2.1), (2.3) величины \" имели вид 0(2°).
Числа а, В в множителях при W(a), W(b) назовем показателями

интенсивности погранслоев. Эти множители введены потому, что урав-
нения (3.3), (3.4) погранслоев однородны и их решения определены
лишь с точностью до постоянных факторов пропорциональности.

Физически очевидное предположение (7.1) математически подтверж-
дается тем, что, как выяснится ниже, в конкретных задачах определе-
ние W(in), W(a), W(b) приводится к корректно поставленным Kpae-
вым задачам. При этом числа а, В должны быть единственным образом
выбраны с учетом условий закрепления рассматриваемого торца обо-
JIOUKH.

В конкретных задачах для определенности будем считать, что обо-

лочка имеет один замкнутый торец, проходящий вдоль линии а1 ==o ее

срединной поверхности. Кроме того, примем, что торцевые условия
однородны, т. е. что исследуемое НДС порождается силами, приложен-
ными к лицевым поверхностям оболочки.

8. Рассмотрим случай, когда торец оболочки свободен и на нем

должны выполняться следующие условия теории упругости

'l.’l'=l7l2'=l7l3=o при (I‚l=o.

Тогда в соответствии с концепцией (7.1) надо соблюдать, чтобы выпол-

нялись следующие требования .

M(10 HA-H2cgx! ) 4 A HP+eES! (a)4-AR.ES (b) =O,

A (00, AH2=grl)4A9ES (@) +-A-HPHES! (b) =O,

8.1
мо ha 4 egied,) 4949S, (a) +

60

+AES ,(b)=o — (при а:==o).

В них напряжения внутреннего НДС, антиплоского и плоского

погранслоев выражены формулами (2.1), (4.2), (4.3), и для простоты
считается, что 5==o.

‚ Все — перечисленные — соотношения — составлены с точностью

[0()-*+?Р)==0]. Такую же точность имеют и граничные равенства
(8.1).

Показатели интенсивности погранслоев а, В в (8.1) надо выбрать
так, чтобы дальнейшие рассуждения не наткнулись на противоречия, о
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которых будет сказано ниже. Для свободного края такие непротиво-
речивые значения @, В определяются формулами

a=2p—c, P=p. (8.2)

Из них следует, что после введения некоторых постоянных множи-

телей и отбрасывания слагаемых, выходящих за рамки точности

[0 ()—?!+??) ==o], граничные равенства (8.1) можно переписать так

ESj (b) TX +WESI, (a) =— (MMr] +P—%t) ),

ES,, (b)+A-H9~cESI(a)=— (0,+Lel+A-H—egi2),— (83)

ES,, (@) +A"H¢ES!, (b) =—(M—2+eq® -Lxl ).

Здесь, как легко проверить с помощью формул (2.4), в левых частях

показатели степеней \ отрицательны.
Входящие в (8.3) величины \(гп) определены в разделе 2. Во внут-

ренних точках срединной поверхности они должны иметь вид 0(2»).
При этом, как указано в разделе 7, надо считать, что о==o.

Ha линии а:==o срединной поверхности, где только и справедливы
равенства (8.3), должны выполняться некоторые однородные гранич-
ные условия. Примем дополнительное предположение, что вследствие

этого справедливы соотношения

'l:(i |al=o =0 ()„—l+p)
, 1;(1)2 lal=o=o (}\,—l+2p—c)

‚

—p+e
| (8.4)

Tll'a,=0=0()" p+)-,

Для граничных значений величин \ ({п), не вошедших в (8.4), сохра-
няется соотношение

[W(in)], _,=o(x%)

Рассмотрим равенства (8.3) как несформулированные выше условия
на ближнем торце Е, ==o для вспомогательных задач (раздел 5), отне-

сем первые два из них к плоскому, а третье — к антиплоскому погран-
слою и будем пока считать в них известными величины, обозначенные

B (7.1) uepe3s W(in).
Согласно (2.4) число —{-+-2р— с отрицательно при р<<l/2 и равно

нулю npu p=l[/2. Kpome того, приняты соотношения (8.4). Из них вы-

текает, что (8.3) при \— оо обладают следующими свойствами:

а) все их коэффициенты остаются конечными;

6) ни одна из левых частей не исчезает тождественно;

в) по меньшей мере одна из правых частей первых двух равенств (8.3),
а также правая часть третьего равенства (8.3) не исчезает тождественно.

В этом заключается одна непротиворечивость принятых значений

а, В. При любых других а, В торцевые условия (8.3) не будут обладать

перечисленными свойствами.

9. Результаты раздела 8, относящиеся к свободному краю, легко

переносятся на случай, когда край имеет те или иные закрепления.

Приведем без пояснений соответствующие соотношения для случаев:

I — жестко заделанный край (o)== oо==03==0),
П — шарнирно опертый край (ти==o;==o3==o),

1Ш — шарнирно опертый край (01==тэ==т13==0)
(в скобках указаны соответствующие граничные условия трехмерной
теории упругости), |
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Формулы (8.2) для показателей интенсивности погранслоев в слу

чаях 1, 11 записывают так:

a=p, B::l, (91)

a B cayuae 111 coxpausier cuay (8.2).
Торцевые условия, вытекающие из концепции (7.1), имеют вид

в случае 1

RVI (b) =—Äl—pv(;.... ;„p—cšvll ,

Куз (b) =-—A,"“vg—— švš, (92)

RV, (a)+V} (b)] =—2*2o]— Aoy

в случае 1

Е$~ (6) = —< — ХНе-сст,

RV, (0) =—№бо; — 604 (9.3)

R[V2 (a) +Vš (b)]=—A2-% (vg +Ä—l+2p—cšvš );

в случае 11

R[V, (b) 4-a-H2—cVl ]= — 2001 НМ
Lo, |

Е[s
,

(6) +X7+2—Sl,(a) ] =—t44— Btjy— HPOt (9.4)

E[Sl2 (a) -{—}.‘H'ch (b)] =—}J-—2p+c-l-(:2___ C'tllz'

Дополнительные предположения (8.4) можно переписать так

в случае ]

(Äl——pvo —

4AP Cvll’ )„2'"2"0() --
2

Ä Со‘ I—-
j»

MUa)t3 š;=0=O(ÄO) , (9.5)

в случае ]

(A 0 A2-%o], Ao} )5 =0=0(1"); (9.6)

в случае 11

(Ä v Ä ——” . .
~

( )

Легко убедиться, что при выполнении этих предположений правые
части торцевых условий вспомогательных задач во всех трех случаях
будут обладать оговоренными в разделе 8 свойствами, подтверждаю-
щими непротиворечивость выбранных значений а, В.

10. В формуле (7.1), определяющей структуру полного НДС обо-

лочки, в статическом случае можно предполагать, что погранслои \(а)
u W(b) экспоненциально затухают. Это значит, что каждую тройку гра-
ничных равенств (8.3), (9.2), (9.3), (9.4) следует рассматривать сов-

местно с условиями Сен-Венановского затухания (6.5), (6.6). Напом-

ним, что в перечисленных равенствах величины \(!п), относящиеся к

внутреннему НДС, считались условно известными. На них теперь надо
наложить требования, обеспечивающие выполнение условий затухания.
Решение этого вопроса наталкивается на трудности, связанные с тем,
что в (6.5), (6.6) содержатся фиктивные массовые силы Х;[ ], сложно

связанные с величинами \ (;п). Поэтому здесь, как и при построении
двумерных дифференциальных уравнений теории оболочек, естественно

использовать итерационный подход.
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Отбросим в (6.5), (6.6) все члены с множителем 2 т.е. примем
условия затухания в виде

+1 +1

J S11(b) [gr=o dE= [ Si2(a) |s=o di= |
—1 —1

+1 +1

— [ S13(0) |§;=o dt= [ S (b) |§l=o§ dg=o. (10.1)
— -

Тогда, например, накладываемые на BeaHunHbl W(in) требования
для свободного края будут выводиться следующим образом. Выполним

над всеми тремя соответствующими граничными равенствами (8.1)
операцию /+! @6‚ а над первым из них еще операцию _/'ч_“;;аг_; и при-

мем во внимание (8.2), (10.1). Получим

+1 +1

2г == — он[ ES!, (a)dg— WM [.ES,, (b)dt,
—1 —1

+1

20,=—)x+w- [.ES,, (a) dž,
—1

1 +1 +1

2(123+-? x-'+2p—cf§3) =—{.Ез‚з(!›)‹іс‚— x—’+2fl—°{ES},(a)dt, (10.2)

2 =
но

Г
Еб!_3_„.;11== — Y P+E f: ES,, (b)t di — X +DÄ ES!, (a)t de.

В этих равенствах левые части можно выразить через граничные

значения усилий и моментов оболочки по формулам (2.5).. Заметим

также, что в рамках точности [Oo(XA—t+P)=o] в правых частях равенств

(10.2) можно положить равными нулю все слагаемые кроме того, кото-

рое входит в третье из них и содержит множитель Д—!+?2-°. Это можно

проверить, учитывая, что —2/--Зр—с==—{[--р, и приняв во внимание

равенства (6.5), (6.6). В результате (10.2) превратится в канониче-

ские граничные условия двумерной теории оболочек. В них член с

множителем A~H2P—¢ соответствует известной поправке от крутящих
моментов.

Канонические граничные условия, как известно, определяют един-

ственным образом решение дифференциальных уравнений двумерной
теории оболочек. Вместе с ними определяются по формулам (3.5)—(3.7)
и отброшенные ранее величины Х.( ), а следовательно, может быть про-
должен обсуждаемый здесь интерационный процесс вывода граничных
условий.

—

Кроме канонических граничных условий, имеющих, как сейчас по-

казано, точность[0(1-'+?)==o], в литературе [!-°] обсуждаются и при-

веденные граничные условия, имеющие точность[0 (1-2!+%9)==o]. Из

(10.2) видно, что в них можно было бы ожидать поправок не только

для перерезывающих усилий, но и в граничных условиях для нормаль-
ной силы, а также для изгибающего момента. Однако более детальное

рассмотрение {[!.?] показывает, что сохраняется лишь вторая из попра-
вок. На этом, а также на рассмотрении граничных условий для случаев 1,
П, Ш, останавливаться не будем. Отметим только, что если целью дву-
мерной теории оболочек считать приближенное построение внутрен-
него НДС, то число граничных условий должно всегда равняться четы-

рем по числу условий Сен-Венановского затухания (6.5), (6.6).
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11. Обсудим асимптотику краевого НДС оболочки, исходя из фор-

мулы (7.1) и пользуясь результатами разделов 8, 9.

Так kak B (7.1) НДС, обозначенные uepes W(in), W(a), W(b),
асимптотически соизмеримы в том смысле, что в них асимптотически

главные напряжения имеют одинаковый порядок, TO поставленный

вопрос сводится к нахождению среди тройки показателей (!, @, В) тех,

которые имеют наибольшие значения. :
Из (2.4), (8.2) следует, что если край оболочки свободен или на

нем осуществлено шарнирное закрепление Ш, то для теории оболочек

справедливы утверждения:

(a) mpu p<<l/2 (если показатель изменяемости внешнего воздействия
9<<l/2) выполняются неравенства

p<a<<l, (11.1)

показывающие, что асимптотически главный вклад в краевое НДС

определяет внутреннее НДС;
(6) при р2=!/2 (если показатель изменяемости внешнего воздействия

не меньше 1/2) вместе (11.1) будут справедливы соотношения

p<<a==l,

показывающие, что главный асимптотический вклад в краевое НДС

определяют внутреннее НДС и антиплоский погранслой.
Заметим, что асимптотика внутреннего НДС оболочки задается фор-

мулами раздела 2. Они определяют также и асимптотику внутреннего

НДС пластинки (как при изгибе, так и при растяжении), если в соот-

ветствующих соотношениях положить с==?р —!. В этом можно убе-

диться также по результатам [°]. Поэтому для пластинки вблизи сво-

бодного края или края с шарниром ПГ при любом 4 на интервале (0, 1)

обсуждаемая ситуация будет такой же, как в оболочке при д2=l/2.
Если край заделан или имеет шарнирную опору П, то для показа-

телей интенсивности погранслоев справедливы формулы (9.1). Они озна-

чают, что при О<д<<l, т.е. при любой изменяемости внешнего 803-

действия, допустимой в двумерной теории оболочек, справедливы соот-

нощения -
a<<P=l.

Это значит, что как в оболочке, так и в пластинке при любой изме-

няемости внешнего воздействия на крае внутреннего НДС и плоский

погранслой асимптотически соизмеримы по напряжениям, а антипло-

ский погранслой пренебрежимо мал.

12. Как известно, переход от теорий Кирхгофа-Лява к сдвиговым

двумерным теориям оболочек и пластин сопровождается повышением

порядка дифференциальных уравнений (в частности, в теории изгиба
пластинок с четвертого по шестой). В результате, среди решений, обра-

зующих общее НДС изгибаемой пластинки, появляются «лишние»

НДС. Они имеют такой же затухающий характер, как и погранслой.

Поэтому, естественно, возникает вопрос: в каких случаях использова-

ние «лишних» НДС позволяет получить такую уточненную картину

краевых упругих явлений пластинки, в которой не была искажена хотя

бы асимптотика главных перемещений и напряжений.
B [s] изложена сдвиговая теория изгиба пластинок, позволяющая

легко установить асимптотику «лишнего» быстро затухающего НДС.

Сравнив ее с полученной здесь асимптотикой погранслоев, можно за-

ключить, что они совпадают для антиплоского погранслоя, в котором

главными являются величины Р, и коренным образом расходятся для

плоского погранслоя, в котором главными являются величины @© (раз-
дел 3). В связи с этим становится совершенно не очевидным, является
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ли преимуществом сдвиговых теорий то обстоятельство, что в них более

высок порядок дифференциальных уравнений. Результаты раздела 11
позволяют сделать следующие выводы.

Если края пластинки свободны или имеют шарнир IЦ, то корректи-
ровку краевого НДС пластинки можно получить как с помощью сдви-

говой теории, так и с помощью теории антиплоского погранслоя. В вы-

числительном отношении оба способа одинаково просты, а асимптотика

поправочного НДС будет в обоих случаях правильной.
Если края пластинки заделаны или имеют шарнир И, то корректи-

ровка с помощью сдвиговой теории будет достигаться существенно про-
ще, а асимптотика так полученного поправочного НДС будет грубо
неправильной.
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Aleksei GOLDENVEIZER

OHUKESE ELASTSE KOORIKU PINGE-DEFORMATSIOONISEISUNDI

AAREEFEKTIST

Ohukese elastse kooriku pinge-deformatsiooniseisundi asiimptootilise analiiiisi alusel

on uuritud piirikihi asiimptootilist panust &direndhtuste kujunemisele soltuvalt kooriku

serva kinnitamise iseloomust. On hinnatud nihet arvestavate teooriate kasutamise poh-
jendatust koorikute ja plaatide pinge-deformatsiooniseisundi nn. ddreefekti arvutamise

tapsustamiseks.

Aleksei GOLDENVEIZER

ON BOUNDARY STRESS-STRAIN STATE OF THIN ELASTIC SHELLS

The boundary stress-strain state of a thin elastic shell is analyzed asymptotically.
The contribution of the boundary layer in the formation of elastic boundary phenomena
in the thin elastic shell is investigated for the various types of the fixations. The

correctness of using the shear-type theories is discussed for the refinement of the

calculation of the boundary stress-strain states in thin shells and plates. ;
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